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Die radialen und axialen Bahngleichungen von Ionenstrahlen, die in der Nähe der Mittelbahn 
von Toroid-Sektorkondensatoren verlaufen, werden in zweiter Näherung berechnet. Es werden die 
Ergebnisse für die neun auftretenden radialen Bildfehler angegeben. 

In einer früheren Arbe i t 1 wurden die Abbildungs-

eigenschaften eines Toroid-Sektorkondensators in 

erster Näherung angegeben. Hier werden jetzt die 

Bahngleichungen in zweiter Näherung ermittelt und 

daraus die Bildfehler eines solchen Kondensators 

abgeleitet. 

W i r betrachten einen Strahl elektrisch geladener 

Teilchen bestimmter Energie, der von einem Punkt 

eines in der Entfernung l e vor dem Felde befindli-

chen Spaltes etwa in Richtung der Mittelbahn aus-

geht. Dieser Spaltpunkt habe die kleinen radialen 

und axialen Abstandskomponenten y0 = acQ0 bzw. 

z0 = ae Cq von der Mittelbahn. Für den Eintrittspunkt 

dieses Strahles in das Feld seien diese Komponenten 

2/i = aef?i bzw. z1 = ae£i- Vor dem Felde verläuft 

dieser Strahl unter den kleinen Winkeln 

_ ae(Ci-a = i M . und -Co) 
(1) 

gegen die Axialebene durch den Mittelstrahl bzw. 

gegen die radiale Mittelebene. Daraus folgt 

Qi = Qo +  ar 
«c 

und + a2 

h 

de 
(2) 

Für einen Punkt innerhalb des Kondensators mit 

den radialen und axialen Abstandskomponenten ae Q 

und ac £ von der dort kreisförmigen Mittelbahn lau-

ten die Gleichungen für die Feldstärkekomponenten 1 

Er(r,z) =E0 1 - (1 +c ) q + 

- J [C + C 2 (l +ÄC 

Ez{r,z) =E0 {cC-  :c + c 2(l + /?e)]et.-

( 3 ) 

(4) 

mit der Abkürzung c = ae/Re, wobei ae und Re die 

radialen bzw. axialen Krümmungsrad ien der durch 

die Mittelbahn hindurch gehenden Nullpotentialfläche 

1 H . E W A L D U. H . LIEBL . Z. Naturforschg. 10 a, 872 [1955]. 

bedeuten und r = a e ( l + q) und Re = (dR/dr) r = 0e, 2 = 0 

sind. R bezeichnet den axialen Krümmungsrad ius 

einer zur Nullpotentialfläche benachbarten Äqui-

potentialfläche. 

Für ein Teilchen einer bestimmten Masse m und 

der Ladung e , das sich mit der Geschwindigkeit f 0 

gerade entlang der Mittelbahn bewegen kann, gilt 

die Bedingung 

— aee E0 — mv0
2 . (5) 

Wenn sich ein Teilchen der Masse m im Felde in der 

Nähe der Mittelbahn bewegt, lauten die Bewegungs-

gleichungen 

mr =mrcp 2 + eEr, (6) 

m (r 2 w) = 0 , 
dt  K  f' 

mz = e E 

( 7 ) 

(8) 

Wenn sich dieses Teilchen vor dem Felde mit der 

Geschwindigkeit v = v0(l+ß) ( ß ^ l ) bewegen 

würde, so folgte1 aus Gl. (7) für die Winkel-

geschwindigkeit cp seiner Bewegung innerhalb des 

Feldes in der Nachbarschaft der Mittelbahn 

ac 

1 + ß — 2 q — 2 qß + 3 Q 2-Q^ 

mit der Abkürzung o±
2 = a 2 + a 2 . 

Gl. (6) läßt sich überführen in die Form 

d2? 

d rp 2  

do \ • _ j 
d W y do Q = 

1 e Er 

(p 2 m ae 

und unter Verwendung von Gl. (9) in 

c)ße G + > , < E _ Ä > - 2 ( % ) ' + 2 ( S 

3 — 3 c + - £ ( l + Äe') > - 3 / 3 2 

( 9 ) 

(10) 

(11) 

2o 2  
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mit den Abkürzungen 

= 2 - c und ö = 2 ßjx' 2. (12) 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung befinden sich 

die von zweiter Ordnung kleinen Glieder. Entspre-

chend läßt sich Gl. (8) umformen zu 

+cC = 2cßC- [3 c — c2 (l+R'e)\QC. (13) 

Die Lösungen erster Näherung der Gin. (11) und 

(13) , d . h . die Lösungen der homogenen Schwin-

gungsgleichungen, die übrigbleiben, wenn man die 

kleinen Glieder auf den rechten Seiten vernachläs-

sigt, lauten1 [Gin. (14) und (15 )] : 

Q = sin x cp + (oj — Ö) cos x cp + ö , (14) 

C — sin Yc(p + £x cos Vc cp . 
Vc 

(15) 

Durch Einsetzen dieser Lösungen erster Näherung 

in die Glieder zweiter Ordnung auf den rechten Sei-

ten der Gl. (11) und (13) kommt man zu den in-

homogenen Schwingungsgleichungen 

+ x*Q = f(cp), 
dqp 2  

+ct = g(<p) 

( 1 6 ) 

(17) 

mit f(cp) = Rx sin x cp + R2 cos x cp + Rs sin2 x cp + R± cos2 x cp + R~ sin 2 x cp 

+ R6 sin2 Vc cp + R7 COS 2 Vccp + R8 sin 2 Vc qp + R» (18) 

und g (cp) = St sin ]/c cp -f S2 cos Yccp + S3 sin x cp sin Yccp+S^ sin x cp cos \/c cp 

+ S5 cos x cp sin Yc cp + 5 6 cos x cp cos \/c cp . (19) 

Die Koeffizienten R und S ergeben sich unter Verwendung der Abkürzungen 

3 c — 3 — 4 ( 1 + *e)] , ß = [ c + c 2 ( l +R'e)}, F={-3c + c*(l + Re)} (20) 

R1 = l(3-c + ^ ) a ' r ß , R 2 = 2 ( 3 - c + ™ ) ( ± a r ß - ± ß > + ß 6 o 

C , 
= 4 «R'2 + 2 * 2 A < 2 + . 2 ß 2 + 2 ? 0 2 - 8 -5- arß + 4 X 2

 A ; - 8 ß Q o , ae ae 

B 

i , 

(21) 

- 2 x ^ a r Q o + 4,ßQo-2c^ a'zCo-, da Me 

F 

X \ae 

X 

de 2  

r z  1 r 

S2 = 2c[l + 

S< = 

car j \ae 

F ( h > > 2 0 ' > j 

F 

j/c \ae ' " x 



Die Lösungen der Gin. (16) und (17) lauten 

Q = (1 + o<) ar1 4 — 4 -4 v 8— 
x \ T « V 2x

2^ 3x 2 x 5 c—2 
sin x cp Qx 

2RS Rt 2cR6 (3 c—2)Ä 7 Rt 

3x 2 3 x 2 x 2(5c—2) ««(5 c-2 ) ^ 

Ro 
cp sin x cp — 09 cos * cp + cos2 * 09 + ~ sin2 09 — sin 2 * 

2 * r 2 y. ^ 3 x 2 ^ 3 x 2 ^ 3 x 2  

i ? 6 - Ä 7 cos 2 j/c 09 — R * sin 2]/c 09 + 
2(5 c-2 ) ^ 5 c —2 3 pc2 

« 4 « 6 

3 * 2 1 2 * 2 

« 7 

2 x 2 

cos cp 

(23) 

5 , L (1 + Q )a'z + + —~ -+- —-•— 
yc

 2 c x }/ c 5 c - 2 5 c ~ 2 

+ 

, 2 V c S 6 

5 c - 2 «(5 c—2) 

S5_ 2 j/c S4 

5 c—2 «(5 c—2) 

sin ]/c cp 4 

sin x 99 sin ]/c cp + 

cos x cp sin j/c cp -f-

v 2 j/c S3 5 « 

«(5 c-2) 5 c - 2 

S4 2 |/c S5 

5 c - 2 «(5 c-2 ) 

_ A _ , 2 ]/c53 
5c—2 «(5 c-2 ) 

cos j/c cp 

sin ^ cp cos ]/c cp 

cos /< cp cos Vccp 

s — s 
1 cp cos Yc cp +  2 cp sin ]/c cp . 

2 1/c 2 ]/c 

(24) 

In Gl. (23) ist statt des radialen Eintrittswin-

kels a / der ein wenig davon verschiedene Winke l 

arl = ar' + Aa eingesetzt worden. Dadurch wird der 

zusätzlichen schwachen Linsenwirkung des Streu-

feldes auf der Eintrittsseite des Feldes Rechnung 

getragen. Es sei vorausgesetzt, daß der Kondensator 

nach H E R Z O G
 2 auf Ein- und Austrittsseite mit geerde-

ten Abschirmblenden versehen ist, die so dimensio-

niert sein sollen, daß der Mittelstrahl im wirklichen 

Kondensator und im gleich langen idealen Ersatz-

kondensator ohne Streufeld gleich stark abgelenkt 

wird. Seitenstrahlen mit 0 erfahren dann beim 

Eintritt durch die W i r kung des Streufeldes relativ 

zum Mittelstrahl kleine Ablenkungen Aa, die klein 

gegen die Maximalwerte von a/ und proportional 

zu Q1 sind. Das hat zur Folge, daß z. B. aus einem 

einfallenden Parallelstrahlenbündel durch die Wir-

kung des Streufeldes allein ein Strahlenbüschel 

würde, dessen Brennpunkt in der Entfernung 

f=—aegJAa auf dem Mittelstrahl liegen würde. 

/ ist groß gegen /e' und aP. H E R Z O G
 2 hat / als Funk-

tion der verschiedensten Blendendimensionen berech-

net und in D iagrammen dargestellt. Es kann für 

unsere Zwecke daraus zur Berechnung von 

Aa = —ae Qjf (25) 

entnommen werden. 

Die Mitberücksichtigung dieser Knicke Aa führt , 

wie schon von H E R Z O G gezeigt, zu nicht unerheb-

2 R. HERZOG . Phys. Z. 4 1 , 18 [1940]. 

liehen Veränderungen der Bildweiten. Sie wirkt sich, 

wie aus dem folgenden hervorgeht, jedoch nicht auf 

die Bildfehler aus. 

Der mittlere Ablenkwinkel des Kondensators be-

trage cp =  (Pe. E in Seitenstrahl komme unter dem 

kleinen Winkel ar2 gegen den Mittelstrahl am Aus-

trittsende des Kondensators an. Es ist 

Dieser Seitenstrahl erfährt aber bei Passieren des 

Austritts-Streufeldes relativ zum Mittelstrahl wieder-

um einen zusätzlichen kleinen Knick Act = — ae g2/f , 

so daß der Strahl nach Verlassen des Feldes unter 

dem Winke l 

ar" = ar2-aeQ2/f (27) 

zum Mittelstrahl verläuft. 

In einem rechtwinkligen [x",y",z")-Koordina-

tensystem, dessen Ursprung mit der Austrittsstelle 

des Mittelstrahles und dessen :r"-Achse mit dem ge-

radl inig weiter verlaufenden Mittelstrahl zusammen-

fällt, während die ?/"-Achse in der radialen Mittel-

ebene liegt, lauten die Geradengleichungen eines 

austretenden Seitenstrahles 

y" = aeQ 2 + x"ctr, (28) 

z" = a e t 2 + x" (29) 

mit 

^ - ^ ( f ) » . ' (30) 



Unter Verwendung der Gin . (21) bis (27) entstehen hieraus Gleichungen der Form 

y" = ae (Kx ar + K2ß + KiQo + K n a  2 + K22 ß 2 + KS3 az
2 + Ku q0

2 + K55 f0
2 + K12 a'r ß + Ku a'r q0 

+ K2i ßg0+ K35 cl'zC0) + x" (Lx a'r +L2ß + LiQ0 + Ln a  2 + L22 ß 2 +I33 az'
2 + Lu q0

2  

-o2 + L12 z'rß + Lu ct'rQ0 + Z,24 ß q0 + Ls5ctzC0) , 

(31) 

z" = ae (ps a'z +P-C0 + P13 *'r a'z + ^ 1 5  a'rU + ^ 2 3 ß  az +  P25 ßU + ^ 3 4  a'zQo + P45 Qo t o ) 

+ (<?3 * * + <?5 t o + Qn  a'r a'z + Ql5 + <?23 ß  < X.z + <?25 ß Co + <?34 az!?0 + <?45 £ o ) 

(32) 

Für die Koeffizienten K und L werden die folgenden Ausdrücke gefunden 

2 h 1 [ h 
Kx = e c osy .0e + (l— y)smx0e, 

de X \ J 
Kc 

1 ae 
(1 — c o s x 0 e ) , K.= cosx0e — , sinx0e, 

y x j 

K, 
1  le. !2A 

3x ae \ x 

cip x* 

— 1) sin x 0e 

cos2 X0e 

3x2 
2 A 1 h 

1 Je 

3j< ac 

Koo = 

K oo = 

4 A • 2 rf, 3^6 sin2x<Z>e 

3 ae
2 

sin '2x0 

2 A 

« » « * . + s ! . sin2?:; 0p 

1 * 
'2 

3x4 5 2 x0e 

\QA 20 1 

3 «e
2 \ *2 

0 p sin X0e 

1 ^ 

3 k2 3*4 ' 

5 L 

x (5 c — 2) ae 

sin x0e 

3xe 1 3x4 1 x2 ' 

'2 

5 

1 - B -+'< 
5 c — 2 ae 

5 

5 3 c - 2 

2 5c - 2 
cos ^ 

^44 — 3 

2 ]/c (5c - 2) 

1 

_ 2 ) i S i n 2 l C + 4 c ( 5 c __ 2 ) ^ - C ; p 2 j COS 2 1 c 0 e 

1 + j , j c o s * 0 e + 3 cos2 x 0 e + sin2 x 0 e 

B 
+ 

4c ae
2 \ 4 

B 
— c 

k55 = 
B 3c - 2 

2x2 5c - 2 
COS - 4 ( 5 f _ 2 ) cos 2 ]/c 0 e + ( I - c (33) 

i + J L + A ^ sin x0e + „ 4
2 — (l +  Ä

2) cosx0e +  l e (  1  

3 x 2 ac \ x 2 ] ae \ x 

+ 
4 \ 

4 A h L 

2 A 

x3 0 e sin % 0p 

• - s * »e s i n l x 0 ° ~ c o s 2 - 3 ; > ( 2 - 7 ' i s i n 2 x 0 ° 

3x 2 ae 

K = 
3« \ x' 

2 A 
— 1 sin x0e — 

2 h 

3 ae 

1 cos x 0 e + 
2^4 ie 

3x2 a e 

sin2 0 e + 
4 h 

3 a e 

COS2 X 0p 

3 ae \x' 
- 1 , 

1 ^ + X2 + ) 0 e Sin x 0 e - ^ sin2 * 0 e - COS2 X0q + 3*2 (l - ^ 



K  B  
A 3 5 " x(5c — 2) 

sin x&e 

B l 

1 Je 
2c — 

2 

x 2 ae 5c — 2 
COS y . 0 e — 

B 

2 \'c (5c - 2) 
sin 2}/c 0 e 

2(5c —2) ae 
cos 2 1/ c 0 e + -f x 2 a 

1 h [ B _ 9 zc ; 

W = 

L2 = 

L„ = 

- y ) sin + i1 - 7")cos ' 

sin y.&e + ~-~(cosy.0e — 1), L 4 = — xsiuy.0e —  2" e cosx0e , 

1 

3x 

+ 

2 i - 1 sin x 0 e 

1 

3x 
- A I A 
ae 

1 _ A 

2 ~ x2" 
sin 2x0e 

1 / 2 4 

3 ae \ x 
j f — l j ( c o s ^0 e — cos 2x0e) , 

L0o — 

L» o = 

1 + 
10 

3 * 2 + Yx* 
sin y.0( 

( 2 i - l ) B i n 2 » 0 e - 2 ( l + i - + ^ ) 0 e COS * 0 e , 

fe / B(3c-2) _ _c \ _ _1_ 

ae
2 \ 2* (5c - 2) x) x + «(5c - 2) 

f — — - — (coax0 e - cos 2 1 c 0 -
O C — Z (ZG 

sin x 0 e 

B \'c (  1  

^ _ 1 

k 2 2 

2(5c-2) \ae
2 c 

sin 2x0e , 
- —) sin 2 ]/c 0 e , 

1 

2 « 
- 2 c 

5c — 2 

1 Ze / 5 

« aP \ 3 

2^4 

3 * 2 

S i n x 0 e + 2 ( f c - 2 ) S i n 2 

— 1 ] cos 2 x 0 e , (* + l + — ( l - 2 i ) s i n 2 *<Z>e+ 2 ( 2 f \ « Xs / öx ae \ x l j öx l \ x 2  

Li 

L2 

U 

(34) 

T 4 l 1 + S i n + 3 - ( " - ! ) « » + 3 «I" - S i n + 3" i 1 - " ) C 0 S ' 

* ( y + + 3 2 « 2 ) s i n * * . + ( ! + * • + " ) c o s + 3^ f 1 - ) s i n ' 

1 ^ 

x ae 
2 c 

5c — 2 
sin + c o s * 0 e + ^ sin 2 f c 0 e - cos 2 j/c tf>e . 

Speziell für c = 0 (Zylinderkondensator), und für 

l e = g r e = (ae/l/2)-ctg]/2 u n d unter Vernachläs-

sigung der Streufeldwirkung vereinfachen sich die 

Ausdrücke für K1, K2, KN, K22, K12, L1, L2, L n , 

L22, L12 ZU denen, die von H I N T E N B E R G E R , W E N D E 

und K Ö N I G
 3 für den Zylinderkondensator angegeben 

worden sind. 

Von den Koeffizienten P und Q sollen hier nur 

jeweils die ersten beiden angegeben werden. Die 

übrigen, die für die Größen der axialen Bildfehler 

maßgeblich sind, sind für die Verwendung von 

Toroidkondensatoren z. B. bei Massenspektrogra-

3 H . HINTENBERGER, H . WENDE U. L . A . KÖNIG, Z . Naturforschg. 
10 a, 605 [1955]. 



phen weniger wichtig, weil die entsprechenden Bild-

verbreiterungen in die Richtung der Spektrallinien 

fallen. Es ist 

h 

a e 

P5 = C O S VC <£E , 

Q = - Vc— sin V c
 + COS ]/c 0 e , ttc* 

53 = -j=r sin Vc ^ e + cos Vc 0 0 , 
Vc 

(35) 

Q.= - VC sin VC <2>e • 

Die radialen und axialen Bildweiten X" = /re bzw. 

X" = LZE ergeben sich, wenn man in den Gin. (31) 

und (32) jeweils die Summe der mit 0Lr bzw. a z 

multiplizierten Glieder gleich Nul l setzt: 

AE K1 + LREL1 = 0, 

ae PS+CQS = °-

Nach Einsetzen von LT, P3, Q3 folgen hieraus 

durch einfache Umformungen die Linsengleichungen 

1 
9re \ 1 j-

ae> 

7* 2 Vre, 

{ 2 e lOn 2 i _ j_ fle" 3rc FRE - F _ÖRRE + + Y 

i'e - Vze\ 'he ~ 9ze\ - /ze2 

(36) 

(37) 

wobei 

= ctg * 0 e und gZe = ctg Vc 0 e 
x J/c 

die radialen bzw. axialen Brennpunktsabstände und 

fre  =  
ae 

x sin x <Pe 
und f z 

ae 

]/c sin j/c <Pe 

die entsprechenden Brennweiten bedeuten, die sich 

für das ideale Feld ohne Berücksichtigung der Streu-

feldwirkung ergeben. 

Gin. (36) und (37) können zur Berechnung der 

Bildweiten /re und l z e von Toroidkondensatoren ver-

wendet werden. 

Für den f rüher 1 untersuchten Kondensator mit 

ae = 12 cm, Re = 9,6 cm, l'e = 81 cm is t 2 / = - 1260 

cm und damit ergibt sich nach Gl. (36) /re = 52,0 

cm, in guter Übereinst immung mit dem ungefähren 

experimentellen Ergebnis l r e = 54 cm. Ließe man 

die Streufeldwirkung außer Acht ( / = o c ) , würde 

sich lre = 48,4 cm ergeben. 

Die 9 an der Stelle X" = lre auftretenden radialen 

Bildfehler sind durch die folgenden Gleichungen ge-

geben 

Fn= (ae Kn +lreLn) a 2, 

/ / 

F22 = («e ^22 + he^oo) ß" » 

^33 = ( ae ^33 + az2? 

^ 44= ( ae ^44 + K e L u ) Q 0
2 , 

P55 = («e  K55 + IrcL55) to2 , 

/\2 = (ae K12 + lreL 12) , 

^14 = («e ^14 + IreLn) &rQo » 

/\,4 = («e ^24 + W 2 4 ) ß Po » 

^35 = («e K35 + lrcL35) CLz£0 . 

Die hier gefundenen Ergebnisse finden in einer 

in Kürze folgenden Arbeit über Berechnungen zum 

Bau von stigmatisch abbildenden Massenspektro-

graphen 4 , die radiale Doppelfokussierung in zwei-

ter Näherung ergeben sollen, Verwendung. 

4 H . E W A L D U. G .SAUERMANN , Z.Naturforsdig. 1 1 a, 173 [1956]. 


